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Abstract
The work is dedicated to the conclusion of non-trivial estimates of short cubic exponential
sums with Mo¨bius function of the form
𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑥−𝑦<𝑛6𝑥
𝜇(𝑛)𝑒(𝛼𝑛3),
over minor arcs m(L 32(𝐵+18)) for 𝑦 > 𝑥 45L 8𝐵+944 and 𝜏 = 𝑦5𝑥−2L −32(𝐵+18).
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1. Введение
Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональными числа-
ми, каждое число 𝛼 из промежутка [−æ, 1− æ], æ𝜏 = 1 представимо в виде
𝛼 =
𝑎
𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 6 𝑞 6 𝜏, |𝜆| 6 1
𝑞𝜏
.
Через M(𝑃 ) обозначим те числа 𝛼, для которых 𝑞 6 𝑃 , через m(𝑃 ) обозначим оставшиеся 𝛼.
M(𝑃 ) и m(𝑃 ) соответственно называются большими и малыми дугами.
Тригонометрическую сумму с функцией Мёбиуса вида
𝑆𝑘(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
𝜇(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘),
при 𝑘 = 1 впервые рассматривал Г. Дэвенпорт. В 1937 году [1], воспользовавшись методом
оценок тригонометрических сумм с простыми числами И. М. Виноградова, он доказал, что
для всякого фиксированного 𝐵 > 0 имеет место оценка
|𝑆1(𝛼, 𝑥)| ≪ 𝑥L −𝐵,
где постоянная под знаком ≪ зависит только от 𝐵. Такую же оценку при 𝑘 > 2, 𝑘 – фикси-
рованное целое число, получил Хуа Ло-кен [2]. Эти безусловные результаты Г. Дэвенпорта и
Хуа Ло-кена до сих пор остаются самыми точными.
Наилучший условный результат в случае 𝑘 = 1 принадлежит Бейкеру и Харману [3]. Они
в предположении справедливости расширенной гипотезы Римана (РГР) доказали, что
|𝑆1(𝛼, 𝑥)| ≪ 𝑥 34+𝜀,
где постоянная под знаком ≪ зависит только от 𝜀. Эту оценку для 𝑘 > 2, 𝑘 – фиксированное
целое число, обобщили Т. Жан и Дж. Лю [4].
Т. Жан [5], рассматривая короткую тригонометрическую сумму с функцией Мёбиуса вида
𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥
𝜇(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘),
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при 𝑘 = 1 и 𝑦 > 𝑥 23+𝜀 получил нетривиальную оценку
|𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L −𝐵. (1)
Затем он получил эту оценку уже при 𝑦 > 𝑥 58+𝜀 [6]. Первую безусловную нетривиальную
оценку вида (1) при 𝑘 = 2 и 𝑦 > 𝑥 1116+𝜀 получили Т. Жан и Дж. Лю [7].
В предположении справедливости расширенной гипотезы Римана Г. С. Лу и Х. Х. Лао [8]
доказали оценку вида (1) при 𝑘 = 2 и 𝑦 > 𝑥 23+𝜀.
Кумчев А.В. [9] получил нетривиальную оценку суммы 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах m(𝑃 )
при 𝑦 > 𝑥𝜃+𝜀, 𝜃 = 1 − 12𝑘+3 и 𝜏 = 𝑥1+2𝜃𝑃−1. Отсюда, в частности, для 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) следует
нетривиальная оценка при
𝑦 > 𝑥 89+𝜀, 𝜏 = 𝑥 259 𝑃−1.
Все безусловные нетривиальные оценки коротких тригонометрических сумм 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦),
как и коротких кубических тригонометрических сумм с простыми числами вида
𝑓𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥
Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘),
в малых дугах получены методом оценок сумм с простыми числами И.М. Виноградова, основу
которого, наряду с «решетом Виноградова», составляют оценки коротких двойных тригоно-
метрических сумм вида
𝐽𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) =
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀
𝑎(𝑚)
∑︁
𝑁<𝑛62𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛6𝑥
𝑏(𝑛)𝑒(𝛼(𝑚𝑛)𝑘),
где 𝑎(𝑚) и 𝑏(𝑛) – произвольные комплекснозначные функции, 𝑀 , 𝑁 – натуральные, 𝑥 > 𝑥0,
𝑦 – вещественные числа.
Основным результатом этой работы является теорема 1 о нетривиальной оценке суммы
𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах m(L 32(𝐵+18)), 𝐵 > 11 при
𝑦 > 𝑥 45L 8𝐵+944, 𝜏 = 𝑦
5
𝑥2
L −32(𝐵+18),
и её доказательство проводится методом оценок сумм с простыми числами И.М. Виноградова
по схеме работы [10], в котором была получена нетривиальная оценка для короткой кубиче-
ской тригонометрической суммы с простыми числами 𝑓3(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах, в сочетании
с методами работ [11, 12, 13, 14, 15, 16]. Основными утверждениями, позволившими получить
новую оценку 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦), являются нетривиальные оценки двойных сумм 𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) на
малых дугах, соответственно имеющих “длинную” сплошную сумму (лемма 5) и имеющих
близкие по порядку суммы, составляющие двойную сумму (лемма 6).
2. Известные леммы
Лемма 1. Пусть 𝐻 и 𝑦 - произвольные целые числа, 𝐻 > 1. Тогда справедливо соотно-
шение
𝑦+𝐻∑︁
𝑥=𝑦+1
𝑒(𝛼𝑥) ≤ min
(︂
𝐻,
1
2‖𝛼‖
)︂
, ‖𝛼‖ = min ({𝛼}, 1− {𝛼}) .
Доказательство см. [17].
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Лемма 2. При вещественном числе 𝛼, подчинённом условиям
𝛼 =
𝑎
𝑞
+
𝜃
𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 6 𝑞 6 𝑁, |𝜃| 6 1,
а) для суммы
𝑉𝑔 =
𝑔+𝑞′∑︁
𝑧=𝑔
min
(︂
𝑈,
1
‖𝛼𝑧‖
)︂
, 𝑞′ < 𝑞, 𝑈 > 0,
имеем неравенство
𝑉𝑔 ≪ 𝑈 + 𝑞 ln 𝑞,
б) а для суммы
𝑉 =
∑︁
0<𝑧60,5𝑞
1
‖𝛼𝑧‖
имеем неравенство
𝑉 ≪ 𝑞 ln 𝑞.
Доказательство см. [17], стр. 61.
Лемма 3. . При 𝑥 > 2 имеем∑︁
𝑛6𝑥
𝜏𝑘𝑟 (𝑛)≪ 𝑥 (ln𝑥)𝑟
𝑘−1 , 𝑘 = 1, 2.
Доказательство см. [18].
Лемма 4. Пусть 𝑓(𝑛) — произвольная комплекснозначная функция, 𝑢1 6 𝑥, 𝑟 > 1,
𝐶𝑘𝑟 =
𝑟!
𝑘!(𝑟 − 𝑘)! , 𝜆(𝑛) =
∑︁
𝑑|𝑛, 𝑑6𝑢1
𝜇(𝑛).
Тогда имеет место тождество∑︁
𝑛6𝑥
𝜇(𝑛)𝑓(𝑛) = (−1)𝑟
∑︁
𝑛1>𝑢1
𝜆(𝑛1) · · ·
∑︁
𝑛𝑟>𝑢1
𝜆(𝑛𝑟)
∑︁
𝑛1···𝑛𝑟𝑚6𝑥
𝜇(𝑚)𝑓(𝑛1 · · ·𝑛𝑟𝑚)+
+
𝑟∑︁
𝑘=1
(−1)𝑘−1𝐶𝑘𝑟
∑︁
𝑚16𝑢1
𝜇(𝑚1) · · ·
∑︁
𝑚𝑘6𝑢1
𝜇(𝑚𝑘)
∑︁
𝑛1
· · ·
∑︁
𝑛𝑘−1
𝑚1···𝑚𝑘𝑛1···𝑛𝑘−16𝑥
𝑓(𝑚1 · · ·𝑚𝑘𝑛1 · · ·𝑛𝑘−1).
Лемма 4 доказывается аналогично лемме 6 работы [16].
Обозначения: 𝑥, 𝑦 – достаточно большие положительные вещественные числа; 𝑞 нату-
ральное число, L = ln𝑥𝑞; 𝑀𝑗 и 𝑁𝑗 – целые числа; 𝜇(𝑛) — функция Мёбиуса; 𝜏𝑘(𝑛) — число
представлений числа 𝑛 в виде произведений 𝑘 сомножителей;
3. Короткая кубическая двойная тригонометрическая сумма с
“длинным” сплошным суммированием
Лемма 5. Пусть в сумме 𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) выполняются условия |𝑎𝑚| 6 𝜏4(𝑚), 𝑏𝑛 = 1,√
𝑥 < 𝑦 < 𝑥L −1. Тогда при
L 8𝐴+4102 < 𝑞 < 𝑦3L −8𝐴−4104, 𝑥𝑦−
1
4L 2𝐴+1026 < 𝑁 6 𝑥L −2𝐴−8,
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где 𝐴 — абсолютная постоянная, справедлива оценка
|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁)| ≪ 𝑦
L 𝐴
.
Доказательство. Для удобства условия 𝑥𝑦−
1
4L 2𝐴+1026 < 𝑁 6 𝑥L −2𝐴−8 в теореме, с уче-
том неравенства 𝑀𝑁 ≍ 𝑥, заменим на L 2𝐴+8 ≪𝑀 ≪ 𝑦 14L −2𝐴−1026, а сумму 𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁)
обозначим через 𝑊 . Возводя 𝑊 в квадрат, найдем
|𝑊 |2 =
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀
𝑎𝑚
∑︁
𝑀<𝜇≤2𝑀
𝑎𝜇
∑︁
𝑈<𝑢62𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑢6𝑥
∑︁
𝑈<𝑢162𝑁
𝑥−𝑦<𝜇𝑢16𝑥
𝑒(𝛼((𝜇𝑢1)
3 − (𝑚𝑢)3)).
Разбивая сумму на три части, для которых соответственно выполняются условия 𝑚𝑢 < 𝜇𝑢1,
𝑚𝑢 = 𝜇𝑢1 и 𝑚𝑢 > 𝜇𝑢1, и имея в виду, что
∑︁
𝑀<𝑚,𝜇62𝑀
𝑎𝑚𝑎𝜇
∑︁
𝑈<𝑢,𝑢162𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑢=𝜇𝑢16𝑥
1 =
∑︁
𝑥−𝑦<𝑟6𝑥
⎛⎜⎜⎝ ∑︁
𝑚|𝑟,𝑀<𝑚62𝑀
𝑈<𝑟/𝑚62𝑁
𝑎𝑚
⎞⎟⎟⎠
2
≪
∑︁
𝑥−𝑦<𝑟6𝑥
⎛⎝∑︁
𝑚∖𝑟
𝜏4(𝑚)
⎞⎠2 ≪ 𝑦L 24,
получим
|𝑊 |2 =𝑊1 +𝑊2 +𝑂
(︀
𝑦L 24
)︀
, (2)
𝑊1 =
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀
𝑎𝑚
∑︁
𝑀<𝜇≤2𝑀
𝑎𝜇
∑︁
𝑈<𝑢≤2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑢6𝑥
∑︁
𝑈<𝑢1≤2𝑁
𝑚𝑛<𝜇𝑢16𝑥
𝑒(𝛼((𝜇𝑢1)
3 − (𝑚𝑢)3)),
𝑊2 =
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀
𝑎𝑚
∑︁
𝑀<𝜇≤2𝑀
𝑎𝜇
∑︁
𝑈<𝑢≤2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑢6𝑥
∑︁
𝑈<𝑢1≤2𝑁
𝑥−𝑦<𝜇𝑢1<𝑚𝑢
𝑒(𝛼((𝜇𝑢1)
3 − (𝑚𝑢)3)).
Имея в виду, что |𝑊1| = |𝑊2|, оценим только 𝑊1. В сумме по 𝑢1, делая замену переменной,
вместо 𝑢1 вводим переменную 𝑟 = 𝜇𝑢1 −𝑚𝑢, для которой выполняются условия
𝑚𝑢+ 𝑟 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝜇), 𝑈𝜇 < 𝑚𝑢+ 𝑟 6 2𝑁𝜇, 0 < 𝑟 6 𝑥−𝑚𝑢.
Тогда
(𝜇𝑢1)
3 − (𝑚𝑢)3 = (𝜇𝑢1 −𝑚𝑢)((𝑚𝑢)2 +𝑚𝑢𝜇𝑢1 + (𝜇𝑢1)2) =
= 𝑟
(︃
(𝑚𝑢)2 +𝑚𝑢𝜇 · 𝑚𝑢+ 𝑟
𝜇
+
(︂
𝜇 · 𝑚𝑢+ 𝑟
𝜇
)︂2)︃
= 𝑟(3(𝑚𝑢)2 + 3𝑚𝑢𝑟 + 𝑟2),
и сумма 𝑊1 принимает вид
𝑊1 =
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀
𝑎𝑚
∑︁
𝑀<𝜇≤2𝑀
𝑎𝜇
∑︁
𝑈<𝑢≤2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑢6𝑥
∑︁
𝑈𝜇<𝑚𝑢+𝑟62𝑁𝜇
0<𝑟6𝑥−𝑚𝑢
𝑚𝑢+𝑟≡0(𝑚𝑜𝑑𝜇)
𝑒(𝛼𝑟(3(𝑚𝑢)2 + 3𝑚𝑢𝑟 + 𝑟2)) =
=
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀
𝑎𝑚
∑︁
𝑀<𝜇≤2𝑀
𝑎𝜇
∑︁
0<𝑟<𝑦
∑︁
𝐹<𝑢≤𝐺
𝑚𝑢≡−𝑟(𝑚𝑜𝑑𝜇)
𝑒(𝛼𝑟(3(𝑚𝑢)2 + 3𝑚𝑢𝑟 + 𝑟2)),
где
𝐹 = max
(︂
𝑈,
𝑈𝜇− 𝑟
𝑚
,
𝑥− 𝑦
𝑚
)︂
, 𝐺 = min
(︂
2𝑁,
2𝑁𝜇− 𝑟
𝑚
,
𝑥
𝑚
)︂
.
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Разбивая сумму 𝑊1 на слагаемые, с условием (𝑚,𝜇) = 𝑑, 𝑑 6 2𝑀 , имеем
𝑊1 =
∑︁
𝑑62𝑀
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀
𝑎𝑚
∑︁
𝑀<𝜇≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=𝑑
𝑎𝜇
∑︁
0<𝑟<𝑦
∑︁
𝐹<𝑢≤𝐺
𝑚𝑢≡−𝑟(𝑚𝑜𝑑𝜇)
𝑒(𝛼𝑟(3(𝑚𝑢)2 + 3𝑚𝑢𝑟 + 𝑟2)).
Условие (𝑚,𝜇) = 𝑑 в сумме 𝑊 равносильно условиям 𝑚 = ?^?𝑑, 𝜇 = ?^?𝑑, (?^?, ?^?) = 1. Следо-
вательно, сравнение 𝑚𝑢 ≡ −𝑟(𝑚𝑜𝑑𝜇) разрешимо только в случае, если 𝑟 имеет вид 𝑟 = 𝑟𝑑.
Поэтому, заменив его на сравнение ?^?𝑢 ≡ −𝑟(𝑚𝑜𝑑 ?^?), а переменные суммирования 𝑚, 𝜇, 𝑟
соответственно на ?^?𝑑, ?^?𝑑, 𝑟 = 𝑟𝑑, найдем
𝑊1 =
∑︁
𝑑62𝑀
∑︁
𝑀<?^?𝑑≤2𝑀
𝑎?^?𝑑
∑︁
𝑀<?^?𝑑≤2𝑀
(?^?,?^?)=1
𝑎?^?𝑑
∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦
∑︁
𝐹?^??^?<𝑢≤𝐺?^??^?
?^?𝑢≡−𝑟(𝑚𝑜𝑑?^?)
𝑒(𝛼𝑟𝑑3(3(?^?𝑢)2 + 3?^?𝑢𝑟 + 𝑟2)),
𝐹?^??^? = max
(︂
𝑈,
𝑈?^?− 𝑟
?^?
,
𝑥− 𝑦
?^?𝑑
)︂
, 𝐺?^??^? = min
(︂
2𝑁,
2𝑁?^?− 𝑟
?^?
,
𝑥
?^?𝑑
)︂
.
Сравнение ?^?𝑢 ≡ −𝑟(𝑚𝑜𝑑 ?^?) равносильно сравнению 𝑢 ≡ −𝑟?^?−1?^? (𝑚𝑜𝑑 ?^?), где ?^?−1?^? определяется
из сравнения ?^??^?−1?^? ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 ?^?). Поэтому, представляя 𝑢 в виде 𝑢 = −𝑟?^?−1?^? + ?^??^?, получим
𝑊1 =
∑︁
𝑑62𝑀
∑︁
𝑀<?^?𝑑≤2𝑀
𝑎?^?𝑑
∑︁
𝑀<?^?𝑑≤2𝑀
(?^?,?^?)=1
𝑎?^?𝑑
∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦
∑︁
F?^??^?<?^?≤G?^??^?
𝑒(𝛼𝑟𝑑3(𝑟2 + 𝑔(?^?, ?^?, ?^?))),
F?^??^? =
𝐹?^??^?
?^?
+
𝑟?^?−1?^?
?^?
, G?^??^? =
𝐺?^??^?
?^?
+
𝑟?^?−1?^?
?^?
,
3(?^?𝑢)2 + 3?^?𝑢𝑟 + 𝑟2 = 3(?^?(?^??^?− 𝑟?^?−1?^? ))2 + 3?^?(?^??^?− 𝑟?^?−1?^? )𝑟 + 𝑟2 =
= 3(?^??^??^?− 𝑟?^??^?−1?^? )2 + 3(?^??^??^?− 𝑟?^??^?−1?^? )𝑟 + 𝑟2 = 𝑔(?^?, ?^?, ?^?) + 𝑟2.
В сумме 𝑊1, ради удобства, обозначая переменные суммирования ?^?, ?^?, 𝑟 и ?^? через 𝑚, 𝜇,
𝑟 и 𝑢, получим
𝑊1 =
∑︁
𝑑62𝑀
∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦
𝑒(𝛼𝑑3𝑟3)𝑊 (𝑟, 𝑑),
𝑊 (𝑟, 𝑑) =
∑︁
𝑀<𝑚𝑑≤2𝑀
𝑎𝑚𝑑
∑︁
𝑀<𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝑎𝜇𝑑
∑︁
F𝑚𝜇<𝑢≤G𝑚𝜇
𝑒(3𝛼𝑟𝑑3𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇)),
F𝑚𝜇 =
𝐹𝑚𝜇 + 𝑟𝑚
−1
𝜇
𝜇
, 𝐹𝑚𝜇 = max
(︂
𝑈,
𝑈𝜇− 𝑟
𝑚
,
𝑥− 𝑦
𝑚𝑑
)︂
,
G𝑚𝜇 =
𝐺𝑚𝜇 + 𝑟𝑚
−1
𝜇
𝜇
, 𝐺𝑚𝜇 = min
(︂
2𝑁,
2𝑁𝜇− 𝑟
𝑚
,
𝑥
𝑚𝑑
)︂
,
𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇) = (𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 )2 + (𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 )𝑟.
(3)
Разобьем в 𝑊1 отрезок суммирования по 𝑑 на не более чем L интервалов вида 𝐷 < 𝑑 6 2𝐷,
𝐷 6𝑀 . Получим не более L сумм 𝑊 (𝐷) вида
𝑊 (𝐷) 6
∑︁
𝐷<𝑑62𝐷
∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦
|𝑊 (𝑟, 𝑑)|. (4)
Имея в виду, что 𝐷 6𝑀 и 𝑀 ≫ L 2𝐴+8, рассмотрим два случая: 𝐷 > L 2𝐴+8 и 𝐷 6 L 2𝐴+8.
2. Оценка 𝑊 (𝐷), 𝐷 > L 2𝐴+8. В сумме 𝑊 (𝑟, 𝑑) оценим сверху длину интервала сумми-
рования по 𝑢, воспользовавшись условием 𝑀 6 𝑦 14 . Тогда имеем
G𝑚𝜇 − F𝑚𝜇 + 1 = 𝐺𝑚𝜇 − 𝐹𝑚𝜇
𝜇
+ 1 6 𝑦
𝑚𝜇𝑑
+ 1 <
𝑦𝑑
𝑀2
+ 1 6 2𝑦𝑑
𝑀2
.
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Подставляя эту оценку в правую часть (4), воспользовавшись соотношением |𝑎𝑚| 6 𝜏5(𝑚),
затем леммой 3, последовательно получим
𝑊 (𝐷)≪
∑︁
𝐷<𝑑62𝐷
∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦
∑︁
𝑀<𝑚𝑑≤2𝑀
𝜏4(𝑚𝑑)
∑︁
𝑀<𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝜏4(𝜇𝑑)(G𝑚𝜇 − F𝑚𝜇 + 1)≪
≪
∑︁
𝐷<𝑑62𝐷
𝜏24 (𝑑)
𝑦
𝑑
∑︁
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝜏4(𝑚𝜇)
𝑦𝑑
𝑀2
≪ 𝑦
2
𝑀2
∑︁
𝐷<𝑑62𝐷
𝜏24 (𝑑)
⎛⎝ ∑︁
𝑀𝑑−1<𝑚62𝑀𝑑−1
𝜏4(𝑛)
⎞⎠2 ≪
≪ 𝑦
2L 6
𝐷2
∑︁
𝐷<𝑑62𝐷
𝜏24 (𝑑)≪
𝑦2L 6
𝐷(ln𝐷)−15
<
𝑦2L 6
L 2𝐴+8((2𝐴+ 8) lnL )−15
≪ 𝑦
2
L 2𝐴+1
.
3. Далее всюду будем считать, что 𝐷 < 𝑑 6 2𝐷 и 𝐷 6 L 2𝐴+8. Возводя неравенство (4) в
квадрат и применяя неравенство Коши, получим
𝑊 2(𝐷) 6 𝑦
∑︁
𝐷<𝑑62𝐷
∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦
|𝑊 (𝑟, 𝑑)|2, (5)
|𝑊 (𝑟, 𝑑)|2 =
∑︁
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁
𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1
𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁
F𝑚𝜇<𝑢≤G𝑚𝜇
∑︁
F𝑛𝜈<𝑢1≤G𝑛𝜈
𝑒(3𝛼𝑟𝑑3(𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)− 𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇))),
F𝑛𝜈 =
𝐹𝑛𝜈
𝜈
+
𝑟𝑛−1𝜈
𝜈
, 𝐹𝑛𝜈 = max
(︂
𝑈,
𝑈𝜈 − 𝑟
𝑛
,
𝑥− 𝑦
𝑛𝑑
)︂
,
G𝑛𝜈 =
𝐺𝑛𝜈 + 𝑟𝑛
−1
𝜈
𝜈
, 𝐺𝑛𝜈 = min
(︂
2𝑁,
2𝑁𝜈 − 𝑟
𝑛
,
𝑥
𝑛𝑑
)︂
.
(6)
Воспользовавшись явным видом 𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)− 𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇) в |𝑊 (𝑟, 𝑑)|2, то есть соотношением
𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)− 𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇) =
= (𝑛𝜈𝑢1 − 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 )2 + (𝑛𝜈𝑢1 − 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 )𝑟 − (𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 )2 − (𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 )𝑟 =
= (𝑛𝜈𝑢1 − 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 −𝑚𝜇𝑢+ 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 )(𝑛𝜈𝑢1 +𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 − 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 + 𝑟),
(7)
разбивая сумму |𝑊 (𝑟, 𝑑)|2 на три суммы 𝑊𝑟𝑑, 𝑊 ′𝑟𝑑 и 𝑊 ′′𝑟𝑑, найдем
|𝑊 (𝑟, 𝑑)|2 =𝑊𝑟𝑑 +𝑊 ′𝑟𝑑 +𝑊 ′′𝑟𝑑, (8)
𝑊𝑟𝑑 =
∑︁
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁
𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1
𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁
F𝑚𝜇<𝑢≤G𝑚𝜇
∑︁
F𝑛𝜈<𝑢1≤G𝑛𝜈
𝑛𝜈𝑢1−𝑟𝑛𝑛−1𝜈 >𝑚𝜇𝑢−𝑟𝑚𝑚−1𝜇
𝑒(3𝛼𝑟𝑑3(𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)− 𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇))),
𝑊 ′𝑟𝑑 =
∑︁
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁
𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1
𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁
F𝑚𝜇<𝑢≤G𝑚𝜇
∑︁
F𝑛𝜈<𝑢1≤G𝑛𝜈
𝑛𝜈𝑢1−𝑟𝑛𝑛−1𝜈 <𝑚𝜇𝑢−𝑟𝑚𝑚−1𝜇
𝑒(3𝛼𝑟𝑑3(𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)− 𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇))),
𝑊 ′′𝑟𝑑 =
∑︁
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁
𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1
𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁
F𝑚𝜇<𝑢≤G𝑚𝜇
∑︁
F𝑛𝜈<𝑢1≤G𝑛𝜈
𝑛𝜈𝑢1−𝑟𝑛𝑛−1𝜈 =𝑚𝜇𝑢−𝑟𝑚𝑚−1𝜇
1.
4. Оценка 𝑊 ′′𝑟𝑑. Пользуясь определениями параметров 𝐹𝑚𝜇, 𝐺𝑚𝜇, 𝐹𝑛𝜈 и 𝐺𝑛𝜈 , то есть со-
отношениями (3) и (6), легко показать, что условия F𝑚𝜇 < 𝑢 ≤ G𝑚𝜇 и F𝑛𝜈 < 𝑢1 ≤ G𝑛𝜈
соответственно равносильны условиям
max
(︂
𝑈𝑚,𝑈𝜇− 𝑟, 𝑥− 𝑦
𝑑
)︂
< 𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 6 min
(︁
2𝑁𝑚, 2𝑁𝜇− 𝑟, 𝑥
𝑑
)︁
,
max
(︂
𝑈𝑛,𝑈𝜈 − 𝑟, 𝑥− 𝑦
𝑑
)︂
< 𝑛𝜈𝑢1 − 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 6 min
(︁
2𝑁𝑛, 2𝑁𝜈 − 𝑟, 𝑥
𝑑
)︁
.
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Поэтому, вводя обозначение ℎ = 𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 = 𝑛𝜈𝑢1 − 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 , найдем
𝑊 ′′𝑟𝑑 =
∑︁
𝑥−𝑦<ℎ𝑑6𝑥
𝜔2(ℎ), 𝜔(ℎ) =
∑︁
ℎ=𝑚𝜇𝑢−𝑟𝑚𝑚−1𝜇
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀, (𝑚,𝜇)=1
F𝑚𝜇<𝑢6G𝑚𝜇
𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑.
Из условий ℎ = 𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 и 𝑚𝑚−1𝜇 = 1 + 𝜇𝑡, 𝑡 — целое, следует, что
ℎ+ 𝑟 = 𝑚𝜇𝑢− 𝑟(𝑚𝑚−1𝜇 − 1) = 𝜇(𝑚𝑢− 𝑟𝑡),
то есть 𝜇 является делителем числа ℎ+ 𝑟, следовательно,
𝜔(ℎ) 6
∑︁
𝑚∖ℎ
𝑀<𝑚𝑑≤2𝑀
|𝑎𝑚𝑑|
∑︁
𝜇∖ℎ+𝑟
𝑀<𝜇𝑑≤2𝑀 (𝑚,𝜇)=1
F𝑚𝜇<
ℎ
𝑚𝜇
+
𝑟𝑚−1𝜇
𝜇
6G𝑚𝜇
|𝑎𝜇𝑑| ≪
∑︁
𝑚∖ℎ
𝜏4(𝑚𝑑)
∑︁
𝜇∖ℎ+𝑟
𝜏4(𝜇𝑑) 6 𝜏24 (𝑑)𝜏5(ℎ)𝜏5(ℎ+ 𝑟).
Отсюда, воспользовавшись леммой 3, найдем
|𝑊 ′′𝑟𝑑| ≪ 𝜏44 (𝑑)
∑︁
𝑥−𝑦<ℎ𝑑6𝑥
𝜏25 (ℎ)𝜏
2
5 (ℎ+ 𝑟)≪ 𝑦L 5
4−1 𝜏44 (𝑑)
𝑑
.
Отсюда с учетом (8) и (5), имея в виду, что |𝑊𝑟𝑑| = |𝑊 ′𝑟𝑑|, получим
𝑊 2(𝐷)≪ 𝑦
∑︁
𝐷<𝑑62𝐷
∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦
|𝑊𝑟𝑑|+ 𝑦3L 54−1. (9)
5. Преобразуем 𝑊𝑟𝑑 так, чтобы сумма по 𝑢 стала линейной. Для этого, делая замену
переменных, вместо 𝑢1 вводим 𝜎 = 𝑛𝜈𝑢1 −𝑚𝜇𝑢, с областью изменения вида
Ω =
{︂
𝜎 : 𝑚𝜇𝑢+ 𝜎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈), F𝑛𝜈 < 𝑚𝜇𝑢+ 𝜎
𝑛𝜈
6 G𝑛𝜈 , 𝜎 > 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 − 𝑟𝑚𝑚−1𝜇
}︂
.
При этом, воспользовавшись соотношением (7), представим разность 𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)− 𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇)
как функцию 𝜎, то есть
𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)−𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇) = (𝑛𝜈𝑢1 −𝑚𝜇𝑢+ 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 − 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 )(𝑛𝜈𝑢1 +𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 − 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 + 𝑟) =
= (𝜎 + 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 − 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 )(𝜎 + 2𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 − 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 + 𝑟) = 𝑔1(𝑢, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈),
и сумма 𝑊𝑟𝑑 принимает вид
𝑊𝑟𝑑 =
∑︁
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁
𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1
𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁
F𝑚𝜇<𝑢≤G𝑚𝜇
∑︁
𝜎∈Ω
𝑒
(︀
3𝛼𝑟𝑑3𝑔1(𝑢, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈)
)︀
.
Воспользовавшись определениями области Ω и параметров F𝑚𝜇, G𝑛𝜈 , найдём возможно допу-
стимую верхнюю границу изменения переменной суммирования 𝜎. Имеем
𝜎 6 𝑛𝜈G𝑛𝜈 −𝑚𝜇𝑢 6 𝑛𝜈G𝑛𝜈 −𝑚𝜇F𝑚𝜇 = 𝑛𝜈𝐺𝑛𝜈 + 𝑟𝑛
−1
𝜈
𝜈
−𝑚𝜇𝐹𝑚𝜇 + 𝑟𝑚
−1
𝜇
𝜇
=
= 𝑛𝐺𝑛𝜈 −𝑚𝐹𝑚𝜇 + 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 − 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 = 𝑛min
(︂
2𝑁,
2𝑁𝜈 − 𝑟
𝑛
,
𝑥
𝑛𝑑
)︂
−
−𝑚max
(︂
𝑈,
𝑈𝜇− 𝑟
𝑚
,
𝑥− 𝑦
𝑚𝑑
)︂
+ 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 − 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 6
𝑦
𝑑
− 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 + 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 .
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С учётом найденной границы в 𝑊𝑟𝑑, сделав сумму по 𝑢 внутренней, найдём
𝑊𝑟𝑑 =
∑︁
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁
𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1
𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁
𝜎∈Ω1
∑︁
𝑢∈U
𝑒
(︀
3𝛼𝑟𝑑3𝑔1(𝑢, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈)
)︀
,
Ω1 =
{︁
𝜎 : 0 < 𝜎 + 𝑟𝑚𝑚−1𝜇 − 𝑟𝑛𝑛−1𝜈 6
𝑦
𝑑
}︁
,
U =
{︂
𝑢 : 𝑚𝜇𝑢+ 𝜎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈), F𝑛𝜈𝑛𝜈 − 𝜎
𝑚𝜇
< 𝑢 6 G𝑛𝜈𝑛𝜈 − 𝜎
𝑚𝜇
, F𝑚𝜇 < 𝑢 ≤ G𝑚𝜇
}︂
,
то есть в 𝑊𝑟𝑑 внутренняя сумма стала линейной, переменная суммирования 𝑢 пробе-
гает те значения из своего сплошного интервала изменения, которые являются решением
линейного сравнения.
6. Разбивая сумму 𝑊𝑟𝑑 на слагаемые с условием (𝑚𝜇, 𝑛𝜈) = 𝛿, 𝛿 6 4𝑀2𝑑−2, имеем
𝑊𝑟𝑑 =
∑︁
𝛿64𝑀2𝑑−2
∑︁
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁
𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1, (𝑚𝜇,𝑛𝜈)=𝛿
𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁
𝜎∈Ω1
∑︁
𝑢∈U
𝑒
(︀
3𝛼𝑟𝑑3𝑔1(𝑢, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈)
)︀
.
Условия (𝑚𝜇, 𝑛𝜈) = 𝛿 с учётом условий (𝑚,𝜇) = 1 и (𝑛, 𝜈) = 1 в сумме 𝑊𝑟𝑑 равносильны
условиям
𝑚𝜇 = ?^??^?𝛿, (?^?, ?^?) = 1, 𝑛𝜈 = ?^?𝜈𝛿, (?^?, 𝜈) = 1, (?^??^?, ?^??^?) = 1,
𝑚 = ?^?𝜂, 𝜂∖𝛿, 𝜇 = ?^?𝛿/𝜂, (𝜂, 𝛿/𝜂) = 1, 𝑛 = ?^?𝜆, 𝜆∖𝛿, 𝜈 = 𝜈𝛿/𝜆, (𝜆, 𝛿/𝜆) = 1.
Следовательно, в области U сравнение
𝑚𝜇𝑢+ 𝜎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈)
разрешимо только в случае, если 𝜎 имеет вид 𝜎 = ?^?𝛿. Поэтому, заменяя переменные сум-
мирования 𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈, 𝜎 соответственно на ?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂, ?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆, ?^?𝛿, перепишем предыдущее
сравнение в виде
?^??^?𝑢 ≡ −?^?(𝑚𝑜𝑑 ?^?𝜈),
при этом параметры F𝑚𝜇, 𝐹𝑚𝜇, G𝑚𝜇, 𝐺𝑚𝜇, F𝑛𝜈 , 𝐹𝑛𝜈 , G𝑛𝜈 , 𝐺𝑛𝜈 и функция 𝑔1(𝑢, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈)
соответственно превращаются в параметры F?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂, 𝐹?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂, G?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂, 𝐺?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂, F?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆,
𝐹?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆, G?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆, 𝐺?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆, и функцию 𝑔1(𝑢) = 𝑔1(𝑢, ?^?𝛿, ?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂, ?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆), которые имеют
вид
F?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂 =
𝐹?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂
?^?𝛿/𝜂
+
𝑟(?^?𝜂)−1?^?𝛿/𝜂
?^?𝛿/𝜂
, 𝐹?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂 = max
(︂
𝑈,
𝑈?^?𝛿/𝜂 − 𝑟
?^?𝜂
,
𝑥− 𝑦
?^?𝜂𝑑
)︂
,
G?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂 =
𝐺?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂
?^?𝛿/𝜂
+
𝑟(?^?𝜂)−1?^?𝛿/𝜂
?^?𝛿/𝜂
, 𝐺?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂 = min
(︂
2𝑁,
2𝑁?^?𝛿/𝜂 − 𝑟
?^?𝜂
,
𝑥
?^?𝜂𝑑
)︂
,
F?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 =
𝐹?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆
𝜈𝛿/𝜆
+
𝑟(?^?𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆
𝜈𝛿/𝜆
, 𝐹?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 = max
(︂
𝑈,
𝑈𝜈𝛿/𝜆− 𝑟
?^?𝜆
,
𝑥− 𝑦
?^?𝜆𝑑
)︂
,
G?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 =
𝐺?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆
𝜈𝛿/𝜆
+
𝑟(?^?𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆
𝜈𝛿/𝜆
, 𝐺?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 = min
(︂
2𝑁,
2𝑁𝜈𝛿/𝜆− 𝑟
?^?𝜆
,
𝑥− 𝑦
?^?𝜆𝑑
)︂
,
𝑔1(𝑢, ?^?𝛿, ?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂, ?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆) =
(︁
?^?𝛿 + 𝑟?^?𝜂 (?^?𝜂)−1?^?𝛿/𝜂 − 𝑟?^?𝜆 (?^?𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆
)︁
×
×
(︁
?^?𝛿 + 2?^??^?𝛿𝑢− 𝑟?^?𝜂 (?^?𝜂)−1?^?𝛿/𝜂 − 𝑟?^?𝜆 (?^?𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆 + 𝑟
)︁
,
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и сумма 𝑊𝑟𝑑 представится в виде
𝑊𝑟𝑑 =
∑︁
𝛿64𝑀2𝑑−2
∑︁
𝜂|𝛿
(𝜂,𝛿/𝜂)=1
∑︁
𝜆|𝛿
(𝜆,𝛿/𝜆)=1
𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆), (10)
𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆) =
∑︁
𝑀<𝑑?^?𝜂,𝑑?^?𝛿/𝜂≤2𝑀
(?^?,?^?)=1
𝑎𝑑?^?𝜂𝑎𝑑?^?𝛿/𝜂
∑︁
𝑀<𝑑?^?𝜆,𝑑𝜈𝛿/𝜆≤2𝑀
(?^?,𝜈)=1, (?^??^?,?^?𝜈)=1
𝑎𝑑?^?𝜆𝑎𝑑𝜈𝛿/𝜆
∑︁
?^?
∑︁
𝑢
𝑒
(︀
3𝛼𝑟𝑑3𝑔1(𝑢)
)︀
,
где суммирование ведётся по тем ?^? и 𝑢, для которых соответственно выполняются условия
 0 < ?^?𝛿 + 𝑟?^?𝜂(?^?𝜂)−1?^?𝛿/𝜂 − 𝑟?^?𝜆(?^?𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆 6
𝑦
𝑑
;
 ?^??^?𝑢+ ?^? ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 ?^?𝜈), F?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆?^?𝜈
?^??^?
< 𝑢+
?^?
?^??^?
6
G?^?𝜆, 𝜈𝛿/𝜆?^?𝜈
?^??^?
, F?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂 < 𝑢 ≤ G?^?𝜂, ?^?𝛿/𝜂.
Подставляя правую часть (10) в соотношение (9), получим
𝑊 2(𝐷)≪ 𝑦
∑︁
𝐷<𝑑62𝐷
∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦
∑︁
𝛿64𝑀2𝑑−2
∑︁
𝜂|𝛿
(𝜂,𝛿/𝜂)=1
∑︁
𝜆|𝛿
(𝜆,𝛿/𝜆)=1
|𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆)|+ 𝑦3L 54−1. (11)
Разбивая отрезок суммирования по 𝛿 не более чем на L интервалов вида 𝐵 < 𝛿 6 2𝐵,
𝐵 6 2𝑀2𝑑−2, получим не более L сумм 𝑊 2𝐵(𝐷) вида
𝑊𝐵(𝐷)≪ 𝑦
∑︁
𝐷<𝑑62𝐷
∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦
∑︁
𝐵<𝛿62𝐵
∑︁
𝜂|𝛿
(𝜂,𝛿/𝜂)=1
∑︁
𝜆|𝛿
(𝜆,𝛿/𝜆)=1
|𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆)|. (12)
В сумме 𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆), ради удобства обозначая переменные суммирования ?^?, ?^?, ?^?, 𝜈 и ?^? соот-
ветственно через 𝑚, 𝑛, 𝜇, 𝜈 и 𝜎, также выражение 𝑚𝜂(𝑚𝜂)−1𝜇𝛿/𝜂 − 𝑛𝜆(𝑛𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆 через 𝜅, получим
𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆) =
∑︁
𝑀<𝑑𝑚𝜂,𝑑𝜇𝛿/𝜂≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝑎𝑑𝑚𝜂𝑎𝑑𝜇𝛿/𝜂
∑︁
𝑀<𝑑𝑛𝜆,𝑑𝜈𝛿/𝜆≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1, (𝑚𝜇,𝑛𝜈)=1
𝑎𝑑𝑛𝜆𝑎𝑑𝜈𝛿/𝜆
∑︁
𝜎
∑︁
𝑢
𝑒
(︀
3𝛼𝑟𝑑3𝑔1(𝑢)
)︀
,
𝑔1(𝑢, . . .) = 𝑔1(𝑢, 𝜎𝛿,𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂, 𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆) =
= (𝜎𝛿 + 𝑟𝜅)
(︁
𝜎𝛿 + 2𝑚𝜇𝛿𝑢− 𝑟𝑚𝜂(𝑚𝜂)−1𝜇𝛿/𝜂 − 𝑟𝑛𝜆(𝑛𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆 + 𝑟
)︁
,
где суммирование ведётся по тем 𝜎 и 𝑢, для которых соответственно выполняются условия
0 < 𝜎𝛿 + 𝑟𝜅 6 𝑦
𝑑
, 𝑚𝜇𝑢+ 𝜎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈), (13)
F𝑛𝜆,𝜈𝛿/𝜆𝑛𝜈
𝑚𝜇
< 𝑢+
𝜎
𝑚𝜇
6
G𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆𝑛𝜈
𝑚𝜇
, F𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 < 𝑢 6 G𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂,
где
F𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 =
𝐹𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂
𝜇𝛿/𝜂
+
𝑟(𝑚𝜂)−1𝜇𝛿/𝜂
𝜇𝛿/𝜂
, 𝐹𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 = max
(︂
𝑈,
𝑈𝜇𝛿/𝜂 − 𝑟
𝑚𝜂
,
𝑥− 𝑦
𝑚𝜂𝑑
)︂
,
G𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 =
𝐺𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂
𝜇𝛿/𝜂
+
𝑟(𝑚𝜂)−1𝜇𝛿/𝜂
𝜇𝛿/𝜂
, 𝐺𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 = min
(︂
2𝑁,
2𝑁𝜇𝛿/𝜂 − 𝑟
𝑚𝜂
,
𝑥
𝑚𝜂𝑑
)︂
,
F𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 =
𝐹𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆
𝜈𝛿/𝜆
+
𝑟(𝑛𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆
𝜈𝛿/𝜆
, 𝐹𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 = max
(︂
𝑈,
𝑈𝜈𝛿/𝜆− 𝑟
𝑛𝜆
,
𝑥− 𝑦
𝑛𝜆𝑑
)︂
,
G𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 =
𝐺𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆
𝜈𝛿/𝜆
+
𝑟(𝑛𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆
𝜈𝛿/𝜆
, 𝐺𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 = min
(︂
2𝑁,
2𝑁𝜈𝛿/𝜆− 𝑟
𝑛𝜆
,
𝑥− 𝑦
𝑛𝜆𝑑
)︂
.
(14)
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Сравнение 𝑚𝜇𝑢+ 𝜎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈) равносильно сравнению
𝑢 ≡ −𝜎𝑚−1𝑛𝜈 𝜇−1𝑛𝜈 (𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈),
где числа 𝑚−1𝑛𝜈 и 𝜇−1𝑛𝜈 соответственно определяются из сравнений
𝑚𝑚−1𝑛𝜈 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈), 𝜇𝜇−1𝑛𝜈 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈).
Поэтому, представляя 𝑢 в виде 𝑢 = 𝑛𝜈?^?− 𝜎𝑚−1𝑛𝜈 𝜇−1𝑛𝜈 , получим
𝑊𝑟𝑑(𝛿,𝜂, 𝜆) =
∑︁
𝑀<𝑑𝑚𝜂,𝑑𝜇𝛿/𝜂≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝑎𝑑𝑚𝜂𝑎𝑑𝜇𝛿/𝜂
∑︁
𝑀<𝑑𝑛𝜆,𝑑𝜈𝛿/𝜆≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1, (𝑚𝜇,𝑛𝜈)=1
𝑎𝑑𝑛𝜆𝑎𝑑𝜈𝛿/𝜆
∑︁
𝜎
∑︁
?^?
𝑒
(︀
3𝛼𝑟𝑑3𝑔2(?^?, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈, 𝛿, 𝜂, 𝜆)
)︀
,
𝑔2(?^?,𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈, 𝛿, 𝜂, 𝜆) = 𝑔1(𝑛𝜈?^?− 𝜎𝑚−1𝑛𝜈 𝜇−1𝑛𝜈 , 𝜎𝛿,𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂, 𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆) =
= (𝜎𝛿 + 𝑟𝜅)
(︁
𝜎𝛿 + 2𝑚𝜇𝛿
(︀
𝑛𝜈?^?− 𝜎𝑚−1𝑛𝜈 𝜇−1𝑛𝜈
)︀− 𝑟𝑚𝜂(𝑚𝜂)−1𝜇𝛿/𝜂 − 𝑟𝑛𝜆(𝑛𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆 + 𝑟)︁ =
= 2𝑚𝜇𝑛𝜈𝛿?^? (𝜎𝛿 + 𝑟𝜅) + 𝑔3,
где 𝑔3 часть 𝑔2(?^?, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈, 𝛿, 𝜂, 𝜆), не зависящая от ?^? и имеющая вид
𝑔3 = (𝜎𝛿 + 𝑟𝜅)
(︁
𝜎𝛿 − 2𝜎𝛿𝑚𝑚−1𝑛𝜈 𝜇𝜇−1𝑛𝜈 − 𝑟𝑚𝜂(𝑚𝜂)−1𝜇𝛿/𝜂 − 𝑟𝑛𝜆(𝑛𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆 + 𝑟
)︁
,
при этом область суммирования по ?^? определяется неравенствами, которые получаются из
(13) и имеют вид
F𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆
𝑚𝜇
− 𝜎
𝑚𝜇𝑛𝜈
+
𝜎𝑚−1𝑛𝜈 𝜇−1𝑛𝜈
𝑛𝜈
<?^? 6
G𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆
𝑚𝜇
− 𝜎
𝑚𝜇𝑛𝜈
+
𝜎𝑚−1𝑛𝜈 𝜇−1𝑛𝜈
𝑛𝜈
,
F𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 + 𝜎𝑚
−1
𝑛𝜈 𝜇
−1
𝑛𝜈
𝑛𝜈
<?^? 6
G𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 + 𝜎𝑚
−1
𝑛𝜈 𝜇
−1
𝑛𝜈
𝑛𝜈
.
(15)
Переходя к оценкам, воспользовавшись условием 𝑎𝑚 6 𝜏4(𝑚) и известным неравенством
𝜏4(𝑘𝑙) 6 𝜏4(𝑘)𝜏4(𝑙), получим
𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆) 6
∑︁
𝑀<𝑑𝑚𝜂, 𝑑𝜇𝛿/𝜂62𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝜏4(𝑑𝑚𝜂)𝜏4(𝑑𝜇𝛿/𝜂)
∑︁
𝑀<𝑑𝑛𝜆,𝑑𝜈𝛿/𝜆62𝑀
(𝑛,𝜈)=1, (𝑚𝜇,𝑛𝜈)=1
𝜏4(𝑑𝑛𝜆)𝜏4(𝑑𝜈𝛿/𝜆)
∑︁
𝜎6𝑦/𝑑
𝜎≡𝜅𝑟(𝑚𝑜𝑑 𝛿)
⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
?^?
𝑒
(︀
6𝛼𝑟𝑑3𝑚𝜇𝑛𝜈𝛿𝜎?^?
)︀⃒⃒⃒⃒⃒ 6
6 𝜏24 (𝛿)𝜏44 (𝑑)
∑︁
𝑀<𝑑𝑚𝜂, 𝑑𝜇𝛿/𝜂62𝑀
(𝑚,𝜇)=1
𝜏4(𝑚𝜇)
∑︁
𝑀<𝑑𝑛𝜆,𝑑𝜈𝛿/𝜆62𝑀
(𝑛,𝜈)=1, (𝑚𝜇,𝑛𝜈)=1
𝜏4(𝑛𝜈)
∑︁
𝜎6𝑦/𝑑
𝜎≡𝜅𝑟(𝑚𝑜𝑑 𝛿)
⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
?^?
𝑒
(︀
6𝛼𝑟𝑑3𝑚𝜇𝑛𝜈𝛿𝜎?^?
)︀⃒⃒⃒⃒⃒ =
= 𝜏24 (𝛿)𝜏
4
4 (𝑑)
∑︁
𝑀4<𝑑4𝛿2𝑡616𝑀4
𝜏4(𝑡)𝜉(𝑡)
∑︁
𝜎6𝑦/𝑑
𝜎≡𝜅𝑟(𝑚𝑜𝑑 𝛿)
⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
?^?
𝑒
(︀
6𝛼𝑟𝑑3𝑡𝛿𝜎?^?
)︀⃒⃒⃒⃒⃒ ,
𝜉(𝑡) =
∑︁
𝑡=𝑚𝜇𝑛𝜈, (𝑚,𝜇)=(𝑛,𝜈)=(𝑚𝜇,𝑛𝜈)=1
𝑀<𝑑𝑚𝜂,𝑑𝜇𝛿/𝜂,𝑑𝑛𝜆,𝑑𝜈𝛿/𝜆62𝑀
1 6 𝜏4(𝑡).
Оценим сверху величину U – длину интервала суммирования по ?^? в 𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆). Воспользо-
вавшись определениями параметров F𝑚𝜇, G𝑚𝜇, F𝑛𝜈 и G𝑛𝜈 из (14), затем неравенствами (15),
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имеем
U 6
G𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 − F𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆
𝑚𝜇
=
1
𝑚𝜇
(︃
𝐺𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆
𝜈𝛿/𝜆
+
𝑟(𝑛𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆
𝜈𝛿/𝜆
− 𝐹𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆
𝜈𝛿/𝜆
−
𝑟(𝑛𝜆)−1𝜈𝛿/𝜆
𝜈𝛿/𝜆
)︃
=
=
𝐺𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 − 𝐹𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆
𝑚𝜇 · 𝜈𝛿/𝜆 =
1
𝑚𝜇𝜈𝛿/𝜆
(︂
min
(︂
2𝑁,
2𝑁𝜈𝛿/𝜆− 𝑟
𝑛𝜆
,
𝑥
𝑛𝜆𝑑
)︂
−
−max
(︂
𝑈,
𝑈𝜈𝛿/𝜆− 𝑟
𝑛𝜆
,
𝑥− 𝑦
𝑛𝜆𝑑
)︂)︂
6 1
𝑚𝜇𝜈𝛿/𝜆
· 𝑦
𝑛𝜆𝑑
6 𝑦𝛿𝑑
3
𝑀4
,
U 6
G𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 − F𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂
𝑛𝜈
=
𝐺𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 − 𝐹𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂
𝑛𝜈 · 𝜇 𝛿/𝜂 6
1
𝜇𝑛𝜈 𝛿/𝜂
· 𝑦
𝑚𝜂𝑑
6 𝑦𝛿𝑑
3
𝑀4
.
Отсюда, а также из условия 𝑀 6 𝑦 14 следует, что количество слагаемых в сумме по ?^? в
𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆) не превосходит величину
U + 1 6 𝑦𝛿𝑑
3
𝑀4
+ 1≪ 𝑦𝛿𝑑
3
𝑀4
≪ 𝑦𝐵𝐷
3
𝑀4
.
С учётом последнего неравенства, суммируя по ?^?, найдем
𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆)≪ 𝜏24 (𝛿)𝜏44 (𝑑)
∑︁
𝑀4
64𝐵2𝐷4
<𝑡6 16𝑀4
𝐵2𝐷4
𝜏24 (𝑡)
∑︁
𝜎6𝑦/𝑑
𝜎≡𝜅(𝑚𝑜𝑑 𝛿)
min
(︂
𝑦𝐵𝐷3
𝑀4
,
1
‖6𝛼𝑟𝑑3𝑡𝛿𝜎‖
)︂
. (16)
Рассмотрим отдельно два случая: 𝐵 > L 4𝐴+19 и 𝐵 6 L 4𝐴+19.
7. Оценка 𝑊𝐵(𝐷) при 𝐵 > L 4𝐴+19. Пользуясь соотношениями 𝛿 6 4𝑀2𝑑−2 и 𝑀 6 𝑦
1
4 ,
оценим сверху число слагаемых в сумме по 𝜎:
𝑦
𝛿𝑑
+ 1 =
𝑦 + 𝛿𝑑
𝛿𝑑
6 𝑦 + 4𝑀
2𝑑−1
𝛿𝑑
≪ 𝑦
𝛿𝑑
≪ 𝑦
𝐵𝐷
.
Воспользовавшись этим неравенством, тривиально оценивая в (16) сумму по 𝜎 числом слага-
емых и применяя к сумме по 𝑡 лемму 3, найдем
𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆)≪ 𝜏24 (𝛿)𝜏44 (𝑑)
∑︁
𝑀4
64𝐵2𝐷4
<𝑡6 16𝑀4
𝐵2𝐷4
𝜏24 (𝑡) ·
𝑦𝐵𝐷3
𝑀4
· 𝑦
𝐵𝐷
≪ 𝑦
2
𝐵2𝐷2
L 15 𝜏44 (𝑑) 𝜏
2
4 (𝛿).
Подставляя найденную оценку в (12), применяя лемму 3, а затем воспользовавшись условием
𝐵 > L 4𝐴+19, получим
𝑊𝐵(𝐷)≪ 𝑦
3
𝐵2𝐷2
L 15
∑︁
𝐷<𝑑62𝐷
𝜏44 (𝑑)
∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦
∑︁
𝐵<𝛿62𝐵
𝜏24 (𝛿)
∑︁
𝜂|𝛿
(𝜂,𝛿/𝜂)=1
∑︁
𝜆|𝛿
(𝜆,𝛿/𝜆)=1
1≪
≪ 𝑦
4(ln𝐷)255
𝐵2𝐷2
L 15
∑︁
𝐵<𝛿62𝐵
𝜏24 (𝛿)𝜏
2(𝛿)≪ 𝑦
4
𝐵2
L 15
∑︁
𝐵<𝛿62𝐵
𝜏43 (𝛿)
𝛿2
≪
≪ 𝑦4L 15 (ln𝐵)
80
𝐵
=
𝑦4
L 4𝐴+3
L 4𝐴+18
𝐵(ln𝐵)−80
≪ 𝑦
4
L 4𝐴+3
.
8. Оценка 𝑊𝐵(𝐷) при 𝐵 6 L 4𝐴+19. Поставляя оценку (16) в (12), получим
𝑊𝐵(𝐷)≪ 𝑦
∑︁
𝐷<𝑑62𝐷
𝜏44 (𝑑)
∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦
∑︁
𝐵<𝛿62𝐵
𝜏44 (𝛿)
∑︁
𝑀4
64𝐵2𝐷4
<𝑡6 16𝑀4
𝐵2𝐷4
𝜏24 (𝑡)
∑︁
𝜎6 𝑦
𝑑
min
(︂
𝑦𝐵𝐷3
𝑀4
,
1
‖6𝛼𝑟𝑑3𝑡𝛿𝜎‖
)︂
=
= 𝑦
∑︁
3𝑀4
32𝐵𝐷
<ℎ6 384𝑦2𝑀4
𝐵𝐷3
æ(ℎ)min
(︂
𝑦𝐵𝐷3
𝑀4
,
1
‖𝛼ℎ‖
)︂
, æ(ℎ) =
∑︁′′
ℎ=6𝑟𝑑3𝑡𝛿𝜎
𝜏44 (𝑑)𝜏
4
4 (𝛿)𝜏
2
4 (𝑡),
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где символ ′′ — означает, что
𝐷 < 𝑑 6 2𝐷, 𝐵 < 𝛿 6 2𝐵, 𝑟 6 𝑦
𝑑
,
𝑀4
64𝐵2𝐷4
< 𝑡 6 16𝑀
4
𝐵2𝐷4
, 𝜎 6 𝑦
𝑑
.
Далее, пользуясь условиями 𝐷 < L 2𝐴+8, 𝐵 < L 4𝐴+19, ℎ/𝑡𝑟𝜎 = 𝑑3𝛿 ≍ 𝐷3𝐵 и соотношением
𝜏(𝑟)≪ 𝑟𝜀, находим
æ(ℎ) =
∑︁′′
𝑡|ℎ
𝜏24 (𝑡)
∑︁
ℎ
𝑡
=6𝑑3𝛿𝑟𝜎
𝜏44 (𝑑)𝜏
4
4 (𝛿) =
∑︁′′
𝑡|ℎ
𝜏24 (𝑡)
∑︁
𝑟|ℎ
𝑡
∑︁
ℎ
𝑡𝑟
=6𝑑3𝛿𝜎
𝜏44 (𝑑)𝜏
4
4 (𝛿) =
=
∑︁′′
𝑡|ℎ
𝜏24 (𝑡)
∑︁
𝑟|ℎ
𝑡
∑︁
𝜎| ℎ
𝑡𝑟
∑︁
ℎ
𝑡𝑟𝜎
=6𝑑3𝛿
𝜏44 (𝑑)𝜏
4
4 (𝛿)≪
∑︁
𝑡|ℎ
𝜏24 (𝑡)
∑︁
𝑟|ℎ
𝑡
∑︁
𝜎| ℎ
𝑡𝑟
L
1
2 =
= L
1
2
∑︁
𝑡|ℎ
𝜏24 (𝑡)𝜏3
(︂
ℎ
𝑡
)︂
6 L 12 𝜏34 (ℎ).
Поэтому
𝑊𝐵(𝐷)≪ 𝑦L 12
∑︁
ℎ6 𝑦2𝑀4
𝐵𝐷3
𝜏34 (ℎ)min
(︂
𝑦𝐵𝐷3
𝑀4
,
1
‖𝛼ℎ‖
)︂
.
Применяя неравенство Коши, затем лемму 3, получим
𝑊 2𝐵(𝐷)≪ 𝑦2L ·
𝑦2𝑀4
𝐵𝐷3
L 4095 · 𝑦𝐵𝐷
3
𝑀4
∑︁
ℎ6 𝑦2𝑀4
𝐵𝐷3
min
(︂
𝑦𝐵𝐷3
𝑀4
,
1
‖𝛼ℎ‖
)︂
≪
≪ 𝑦5L 4096
∑︁
ℎ6 𝑦2𝑀4
𝐵𝐷3
min
(︂
𝑦𝐵𝐷3
𝑀4
,
1
‖𝛼ℎ‖
)︂
.
Рассмотрим отдельно случаи
𝑦2𝑀4
𝐵𝐷3
> 0.5𝑞 и
𝑦2𝑀4
𝐵𝐷3
6 0.5𝑞.
При
𝑦2𝑀4
𝐵𝐷3
> 0.5𝑞, разбивая интервал изменения ℎ на ≪ 𝑦
2𝑀4
𝑞𝐵𝐷3
интервалов вида
𝑔 6 ℎ 6 𝑔+𝑞′, 𝑞′ < 𝑞, применяя утверждение а) леммы 2, а затем воспользовавшись условиями
𝐵𝐷3 > 1, 𝑞 > L 8𝐴+4102 и 𝑀 ≪ 𝑦 14L −2𝐴−1026, найдем
𝑊 2𝐵(𝐷)≪ 𝑦5L 4096 ·
𝑦2𝑀4
𝑞𝐵𝐷3
𝑔+𝑞′∑︁
ℎ=𝑔
min
(︂
𝑦𝐵𝐷3
𝑀4
,
1
‖𝛼ℎ‖
)︂
≪ 𝑦
7𝑀4
𝑞𝐵𝐷3
(︂
𝑦𝐵𝐷3
𝑀4
+ 𝑞 ln 𝑞
)︂
L 4096 =
=
𝑦8
L 8𝐴+6
(︂
L 8𝐴+4102
𝑞
+
𝑀4 ln 𝑞
𝑦L −8𝐴−4102𝐵𝐷3
)︂
≪ 𝑦
8
L 8𝐴+6
.
При
𝑦2𝑀4
𝐵𝐷3
6 0.5𝑞, воспользовавшись утверждением б) леммы 2, а затем условием 𝑞 6
6 𝑦3L −8𝐴−4104, получим
𝑊 2𝐵(𝐷)≪ 𝑦5L 4096
∑︁
ℎ60.5𝑞
1
‖𝛼ℎ‖ ≪ 𝑦
5𝑞L 4097 =
𝑦8
L 8𝐴+6
· 𝑞
𝑦3L −8𝐴−4103
≪ 𝑦
8
L 8𝐴+6
.
Подставляя полученные оценки для 𝑊𝐵(𝐷) в (11) при 𝐷 6 L 2𝐴+8, найдем
𝑊 2(𝐷)≪ 𝑦
4
L 4𝐴+2
+ 𝑦3L 5
4−1 ≪ 𝑦
4
L 4𝐴+2
.
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Отсюда, а также из оценки 𝑊 (𝐷) при 𝐷 > L 2𝐴+8, найденной в пункте 2, получим
𝑊1 ≪ 𝑦
2
L 2𝐴
.
Из оценки𝑊1 и равенства |𝑊1| = |𝑊2|, с учетом соотношения (2) следует утверждение леммы.
4. Короткая кубическая двойная тригонометрическая сумма с
“близкими” по порядку суммами
Лемма 6. Пусть 𝑥𝑦−1 6 𝑁 6 𝑦, 𝑀 6 𝑁 , 𝑦 < 𝑥L −1, |𝑎𝑚| 6 𝜏5−𝑘(𝑚), |𝑏𝑛| 6 𝜏𝑘(𝑛),
𝑘 = 1, 2, 3, тогда при
L 32(𝐴+13) 6 𝑞 6 𝑦
5
𝑥2
L −32(𝐴+13),
𝑥
𝑦
L 32(𝐴+13) 6 𝑁 6 𝑦L −8(𝐴+13), (17)
где 𝐴 — абсолютная постоянная, справедлива оценка
|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁)| ≪ 𝑦L −𝐴.
Доказательство. Далее для удобства сумму 𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) обозначим через 𝐽3, при
этом, не ограничивая общности, будем считать, что 𝑀𝑁 ≍ 𝑥 и 𝑈 = 𝑁 > √𝑥. Возводя сумму
𝐽3 в квадрат, применяя неравенство Коши и лемму 3, получим
|𝐽3|2 ≪𝑀L (5−𝑘)2−1
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀
∑︁
𝑁<𝑛1,𝑛2≤2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛1,𝑚𝑛2≤𝑥
𝑏(𝑛1)𝑏(𝑛2)𝑒(𝛼𝑚
3(𝑛32 − 𝑛31)).
Разбивая двойную сумму по 𝑛1 и 𝑛2 на три части, для которых соответственно выполняются
условия 𝑛1 < 𝑛2, 𝑛1 = 𝑛2, 𝑛1 > 𝑛2, и воспользовавшись соотношением∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀
∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛≤𝑥
|𝑏𝑛|2 ≪
∑︁
𝑥−𝑦<𝑡≤𝑥
∑︁
𝑚𝑛=𝑡
𝑀<𝑚≤2𝑀
𝑁<𝑛62𝑁
𝜏2𝑘 (𝑛) 6
∑︁
𝑥−𝑦<𝑡≤𝑥
𝜏2𝑘+1(𝑡)≪ 𝑦L 𝑘(𝑘+2),
а также имея в виду, что модули сумм соответственно с условиями 𝑛1 < 𝑛2 и 𝑛1 > 𝑛2 равны,
получим
|𝐽3|2 ≪𝑀L (5−𝑘)2−1
∑︁
𝑁<𝑛1≤2𝑁
𝜏𝑘(𝑛1)
∑︁
0<𝑛2−𝑛1≤2𝑁−𝑛1
𝜏𝑘(𝑛2)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝑀<𝑚62𝑀
𝑥−𝑦<𝑚𝑛1,𝑚𝑛26𝑥
𝑒(𝛼𝑚3(𝑛32 − 𝑛31))
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒+ 𝑦𝑀L 2𝑘2−8𝑘+24.
Положим 𝑟 = 𝑛2 − 𝑛1 и 𝑛1 = 𝑛, тогда правая ча сть последнего неравенства принимает вид
|𝐽3|2 ≪𝑀(L (5−𝑘)2−1𝐽31 + 𝑦L 2𝑘2−8𝑘+24)≪ 𝑥
𝑁
(︁
L (5−𝑘)
2−1𝐽31 + 𝑦L 2𝑘
2−8𝑘+24
)︁
, (18)
𝐽31 =
∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁
𝜏𝑘(𝑛)
∑︁
0<𝑟≤2𝑁−𝑛
𝜏𝑘(𝑛+ 𝑟)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀
𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚≤ 𝑥
𝑛+𝑟
𝑒(𝛼𝑟𝑚3(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .
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Из условия 𝑥−𝑦𝑛 < 𝑚 ≤ 𝑥𝑛+𝑟 находим
𝑟 ≤ 𝑥
𝑚
− 𝑛 < 𝑥
𝑚
− 𝑥− 𝑦
𝑚
=
𝑦
𝑚
<
𝑦
𝑀
.
Возводя 𝐽31 в квадрат, дважды применяя неравенство Коши и воспользовавшись леммой 3,
имеем
|𝐽31|2 ≪ 𝑦𝑁L
2𝑘2−2
𝑀
∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁
∑︁
0<𝑟≤2𝑁−𝑛
𝑟< 𝑦
𝑀
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀
𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚≤ 𝑥
𝑛+𝑟
𝑒(𝛼𝑟𝑚3(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2
=
=
𝑦𝑁L 2𝑘
2−2
𝑀
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟
∑︁
𝑀<𝑚1,𝑚2≤2𝑀
𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚1,𝑚2≤ 𝑥𝑛+𝑟
𝑒(𝛼𝑟(𝑚32 −𝑚31)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2).
Разбивая двойную сумму по 𝑚1 и 𝑚2 на три части, для которых соответственно выполняются
условия 𝑚1 < 𝑚2, 𝑚1 = 𝑚2, 𝑚1 > 𝑚2, и воспользовавшись соотношением∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀
𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚≤ 𝑥
𝑛+𝑟
1 =
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀, 𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟
𝑥−𝑦<𝑚𝑛6𝑥−𝑚𝑟
1 6
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑥−𝑦<𝑡6𝑥
𝜏(𝑡)≪ 𝑦
2L
𝑀
,
а также имея в виду, что модули сумм соответственно с условиями 𝑚1 < 𝑚2 и 𝑚1 > 𝑚2 равны,
получим
|𝐽31|2 ≪ 𝑦𝑁
𝑀
(︂
|𝐽32|+ 𝑦
2L
𝑀
)︂
L 2𝑘
2−2 ≪
(︂
𝑦𝑁2
𝑥
|𝐽32|+ 𝑦
3𝑁3L
𝑥2
)︂
L 2𝑘
2−2, (19)
𝐽32 =
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟
∑︁
𝑀<𝑚1<𝑚2≤2𝑀
𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚1<𝑚2≤ 𝑥𝑛+𝑟
𝑒(𝛼𝑟(𝑚32 −𝑚31)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).
Положим 𝑘 = 𝑚2 −𝑚1 и 𝑚1 = 𝑚, тогда 𝐽32 принимает вид
𝐽32 =
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟
∑︁
𝑀<𝑚<𝑚+𝑘62𝑀
𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚<𝑚+𝑘≤ 𝑥
𝑛+𝑟
𝑒(𝛼𝑘𝑟(3𝑚𝑘 + 3𝑚2 + 𝑘2)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).
Из условия 𝑥−𝑦𝑛 < 𝑚 < 𝑚+ 𝑘 ≤ 𝑥𝑛+𝑟 находим
𝑘 6 𝑥
𝑛+ 𝑟
−𝑚 < 𝑥
𝑛+ 𝑟
− 𝑥− 𝑦
𝑛
<
𝑥
𝑛
− 𝑥− 𝑦
𝑛
=
𝑦
𝑛
<
𝑦
𝑁
.
Поэтому
𝐽32 =
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀−𝑘
𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚≤ 𝑥
𝑛+𝑟
−𝑘
𝑒(𝛼𝑘𝑟(3𝑚𝑘 + 3𝑚2 + 𝑘2)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).
Возводя 𝐽32 в квадрат, трижды применяя неравенство Коши, имеем
|𝐽32|2 6 𝑦
2
𝑀
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟
∑︁
𝑀<𝑚1,𝑚2≤2𝑀−𝑘
𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚1,𝑚2≤ 𝑥𝑛+𝑟−𝑘
𝑒(3𝛼𝑘𝑟(𝑚2 −𝑚1)(𝑘 +𝑚2 +𝑚1)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).
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Разбивая двойную сумму по 𝑚1 и 𝑚2 на три части, для которых соответственно выполняются
условия 𝑚1 < 𝑚2, 𝑚1 = 𝑚2, 𝑚1 > 𝑚2, и воспользовавшись соотношением∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟
∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀−𝑘
𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚≤ 𝑥
𝑛+𝑟
−𝑘
1 6
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑥−𝑦<𝑡6𝑥
𝜏(𝑡)≪ 𝑦
3L
𝑀𝑁
≪ 𝑦
3L
𝑥
,
а также имея в виду, что модули сумм соответственно с условиями 𝑚1 < 𝑚2 и 𝑚1 > 𝑚2 равны,
получим
|𝐽32|2 ≪ 𝑦
2
𝑀
(︂
|𝐽33|+ 𝑦
3L
𝑥
)︂
≪
(︂
𝑦2𝑁
𝑥
|𝐽33|+ 𝑦
5𝑁L
𝑥2
)︂
, (20)
𝐽33 =
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟
∑︁
𝑀<𝑚1<𝑚2≤2𝑀−𝑘
𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚1<𝑚26 𝑥𝑛+𝑟−𝑘
𝑒(3𝛼𝑘𝑟(𝑚2 −𝑚1)(𝑘 +𝑚2 +𝑚1)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).
Положим ℎ = 𝑚2 −𝑚1 и 𝑚1 = 𝑚, тогда 𝐽33 принимает вид
𝐽33 =
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟
∑︁
𝑀<𝑚<𝑚+ℎ≤2𝑀−𝑘
𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚<𝑚+ℎ≤ 𝑥
𝑛+𝑟
−𝑘
𝑒(3𝛼𝑘ℎ𝑟(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).
Из условия 𝑥−𝑦𝑛 < 𝑚 < 𝑚+ ℎ ≤ 𝑥𝑛+𝑟 − 𝑘 находим
ℎ 6 𝑥
𝑛+ 𝑟
−𝑚− 𝑘 < 𝑥
𝑛+ 𝑟
− 𝑥− 𝑦
𝑛
− 𝑘 < 𝑥
𝑛
− 𝑥− 𝑦
𝑛
− 1 = 𝑦
𝑛
− 1 < 𝑦
𝑁
.
Поэтому
𝐽33 =
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
ℎ< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀−𝑘−ℎ
∑︁
𝑁<𝑛62𝑁−𝑟
𝑥−𝑦
𝑚
<𝑛≤ 𝑥
𝑚+𝑘+ℎ
−𝑟
𝑒(3𝛼𝑘ℎ𝑟(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).
Возводя |𝐽33| в квадрат, четырежды применяя неравенство Коши, имеем
|𝐽33|2 6 𝑦
3
𝑁2
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
ℎ< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀−𝑘−ℎ
∑︁
𝑁<𝑛1,𝑛262𝑁−𝑟
𝑥−𝑦
𝑚
<𝑛1,𝑛2≤ 𝑥𝑚+𝑘+ℎ−𝑟
𝑒(9𝛼𝑘ℎ𝑟(𝑛2 − 𝑛1)(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)(𝑟 + 𝑛2 + 𝑛1)).
Разбивая двойную сумму по 𝑛1 и 𝑛2 на три части, для которых соответственно выполняются
условия 𝑛1 < 𝑛2, 𝑛1 = 𝑛2, 𝑛1 > 𝑛2, и воспользовавшись соотношением∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
ℎ< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀−𝑘−ℎ
∑︁
𝑁<𝑛62𝑁−𝑟
𝑥−𝑦
𝑚
<𝑛≤ 𝑥
𝑚+𝑘+ℎ
−𝑟
1 6
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
ℎ< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑥−𝑦<𝑡6𝑥
𝜏(𝑡)≪ 𝑦
4L
𝑀𝑁2
≪ 𝑦
4L
𝑥𝑁
.
а также имея в виду, что модули сумм соответственно с условиями 𝑛1 < 𝑛2 и 𝑛1 > 𝑛2 равны,
получим
|𝐽33|2 ≪ 𝑦
3
𝑁2
(︂
|𝐽34|+ 𝑦
4L
𝑥𝑁
)︂
≪
(︂
𝑦3
𝑁2
|𝐽34|+ 𝑦
7L
𝑥𝑁3
)︂
, (21)
𝐽34 =
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
ℎ< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀−𝑘−ℎ
∑︁
𝑁<𝑛1<𝑛262𝑁−𝑟
𝑥−𝑦
𝑚
<𝑛1<𝑛2≤ 𝑥𝑚+𝑘+ℎ−𝑟
𝑒(9𝛼𝑘ℎ𝑟(𝑛2 − 𝑛1)(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)(𝑟 + 𝑛2 + 𝑛1)).
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Положим 𝑙 = 𝑛2 − 𝑛1 и 𝑛1 = 𝑛, тогда 𝐽34 принимает вид
𝐽34 =
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
ℎ< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀−𝑘−ℎ
∑︁
𝑁<𝑛<𝑛+𝑙62𝑁−𝑟
𝑥−𝑦
𝑚
<𝑛<𝑛+𝑙≤ 𝑥
𝑚+𝑘+ℎ
−𝑟
𝑒(9𝛼𝑘𝑙ℎ𝑟(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)(2𝑛+ 𝑟 + 𝑙)).
Из условия 𝑥−𝑦𝑚 < 𝑛 < 𝑛+ 𝑙 ≤ 𝑥𝑚+𝑘+ℎ − 𝑟 находим
𝑙 6 𝑥
𝑚+ 𝑘 + ℎ
− 𝑛− 𝑟 < 𝑥
𝑚+ 𝑘 + ℎ
− 𝑥− 𝑦
𝑚
− 𝑟 < 𝑥
𝑚
− 𝑥− 𝑦
𝑚
− 1 = 𝑦
𝑚
− 1 < 𝑦
𝑀
.
Следовательно,
𝐽34 =
∑︁
𝑙< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
ℎ< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀−𝑘−ℎ
∑︁
𝑁<𝑛62𝑁−𝑟−𝑙
𝑥−𝑦
𝑚
<𝑛6 𝑥
𝑚+𝑘+ℎ
−𝑟−𝑙
𝑒(9𝛼𝑘𝑙ℎ𝑟(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)(2𝑛+ 𝑟 + 𝑙)).
Переходя к оценкам, найдём
|𝐽34| 6
∑︁
𝑙< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘< 𝑦
𝑁
∑︁
ℎ< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
∑︁
𝑁<𝑛62𝑁−𝑟−𝑙
𝑥−𝑦
𝑚
<𝑛6 𝑥
𝑚+𝑘+ℎ
−𝑟−𝑙
𝑒(18𝛼𝑘𝑙ℎ𝑟(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)𝑛)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .
Оценим сверху длину интервала суммирования по 𝑛. Имеем
𝑥
𝑚+ 𝑘 + ℎ
− 𝑟 − 𝑙 − 𝑥− 𝑦
𝑚
6 𝑦
𝑀
.
С учётом последнего неравенства, суммируя по 𝑛, найдём
|𝐽34| 6
∑︁
𝑙,𝑟< 𝑦
𝑀
∑︁
𝑘,ℎ< 𝑦
𝑁
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀
min
(︂
𝑦
𝑀
,
1
‖18𝛼𝑘𝑙ℎ𝑟(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)‖
)︂
≪
∑︁
𝑡6 𝑦4
𝑀𝑁2
𝜏5(𝑡)min
(︂
𝑦
𝑀
,
1
‖𝛼𝑡‖
)︂
.
Применяя неравенство Коши, затем лемму 3 и соотношения 𝑀𝑁 ≍ 𝑥, получим
|𝐽34|2 ≪
∑︁
𝑡6 𝑦4
𝑥𝑁
𝜏25 (𝑡)
∑︁
𝑡6 𝑦4
𝑥𝑁
min
(︂
𝑦𝑁
𝑥
,
1
‖𝛼𝑡‖
)︂2
≪ 𝑦
5L 24
𝑥2
∑︁
𝑡≪ 𝑦4
𝑥𝑁
min
(︂
𝑦𝑁
𝑥
,
1
‖𝛼𝑡‖
)︂
. (22)
Теперь, представляя соотношения (18), (19), (20) и (21) в виде
|𝐽3|32 ≪
(︃
𝑥16L 16(5−𝑘)2−16
𝑁16
|𝐽31|16 + 𝑥
16𝑦16L 32(𝑘
2−4𝑘+12)
𝑁16
)︃
,
|𝐽31|16 ≪
(︂
𝑦8𝑁16
𝑥8
|𝐽32|8 + 𝑦
24𝑁24L 8
𝑥16
)︂
L 16𝑘
2−16,
|𝐽32|8 ≪
(︂
𝑦8𝑁4
𝑥4
|𝐽33|4 + 𝑦
20𝑁4L 4
𝑥8
)︂
,
|𝐽33|4 ≪
(︂
𝑦6
𝑁4
|𝐽34|2 + 𝑦
14L 2
𝑥2𝑁6
)︂
,
298 З. Х. Рахмонов, Ф. З. Рахмонов
и последовательно воспользовавшись ими, представим |𝐽3|32 через |𝐽34|2. Имеем
|𝐽3|32 ≪
(︃(︀
𝑦8𝑥8|𝐽32|8 + 𝑦24𝑁8L 8
)︀
L 16(2𝑘
2−10𝑘+23) +
𝑥16𝑦16L 32(𝑘
2−4𝑘+12)
𝑁16
)︃
≪
≪ 𝑦16
(︂(︀
𝑥4𝑁4|𝐽33|4 + 𝑦12𝑁4L 4 + 𝑦8𝑁8L 8
)︀
+
𝑥16
𝑁16
)︂
L 32(𝑘
2−4𝑘+12) ≪
≪ 𝑦32
(︂(︂
𝑥4
𝑦10
|𝐽34|2 + 𝑥
2L 2
𝑦2𝑁2
+
𝑁4L 4
𝑦4
+
𝑁8L 8
𝑦8
)︂
+
𝑥16
𝑦16𝑁16
)︂
L 32(𝑘
2−4𝑘+12).
Из условия 𝑥𝑦−1 6 𝑁 6 𝑦 следует, что
|𝐽3|32 ≪ 𝑦32
(︂
𝑥4
𝑦10
|𝐽34|2 + 𝑥
2L 2
𝑦2𝑁2
+
𝑁4L 4
𝑦4
)︂
L 32(𝑘
2−4𝑘+12). (23)
Для оценки суммы |𝐽34|2 в этом неравенстве воспользуемся формулой (22) и рассмотрим слу-
чаи 𝑦4/(𝑥𝑁) > 0, 5𝑞 и 𝑦4/(𝑥𝑁) 6 0, 5𝑞.
Для оценки суммы |𝐽34|2, которую мы представили в виде (22), рассмотрим случаи
𝑦4/(𝑥𝑁) > 𝑞/2 и 𝑦4/(𝑥𝑁) 6 𝑞/2.
Оценка |𝐽34| при 𝑦4/(𝑥𝑁) > 0, 5𝑞. Разбивая интервал изменения 𝑡 на ≪ 𝑦4/(𝑞𝑥𝑁) интер-
валов вида 𝑔 6 ℎ 6 𝑔 + 𝑞′, 𝑞′ < 𝑞, применяя утверждение а) леммы 2, найдем
|𝐽34|2 ≪ 𝑦
5L 24
𝑥2
· 𝑦
4
𝑞𝑥𝑁
𝑔+𝑞′∑︁
𝑡=𝑔
min
(︂
𝑦𝑁
𝑥
,
1
‖𝛼𝑡‖
)︂
≪ 𝑦
9L 24
𝑞𝑥3𝑁
(︂
𝑦𝑁
𝑥
+ 𝑞 ln 𝑞
)︂
≪
(︂
𝑦10
𝑞𝑥4
+
𝑦9L
𝑥3𝑁
)︂
L 24.
Подставляя эту оценку в (23), затем воспользовавшись условиями (17), получим
|𝐽3|32 ≪ 𝑦32
(︂
𝑥4
𝑦10
(︂
𝑦10
𝑞𝑥4
+
𝑦9L
𝑥3𝑁
)︂
L 24 +
𝑥2L 2
𝑦2𝑁2
+
𝑁4L 4
𝑦4
)︂
L 32(𝑘
2−4𝑘+12) ≪
≪ 𝑦32
(︂
1
𝑞
+
𝑥
𝑦𝑁
+
𝑁4
𝑦4
)︂
L 32(𝑘
2−4𝑘+13) ≪ 𝑦
32
L 32𝐴
L 32𝑘(𝑘−4) ≪ 𝑦
32
L 32𝐴
. (24)
Оценка |𝐽34| при 𝑦4/(𝑥𝑁) 6 0, 5𝑞. Применяя утверждение б) леммы 2, имеем
|𝐽34|2 ≪ 𝑦
5L 24
𝑥2
∑︁
𝑡60,5𝑞
1
‖𝛼𝑡‖ ≪
𝑦5L 24
𝑥2
𝑞 ln 𝑞 ≪ 𝑦
5𝑞L 25
𝑥2
.
Подставляя найденную оценку в (23), затем воспользовавшись условиями (17), получим
|𝐽3|32 ≪ 𝑦32
(︂
𝑥4
𝑦10
· 𝑦
5𝑞L 25
𝑥2
+
𝑥2L 2
𝑦2𝑁2
+
𝑁4L 4
𝑦4
)︂
L 32(𝑘
2−4𝑘+12) ≪
≪ 𝑦32
(︂
𝑥2𝑞
𝑦5
+
𝑥
𝑦𝑁
+
𝑁4
𝑦4
)︂
L 32(𝑘
2−4𝑘+13) ≪ 𝑦
32
L 32𝐴
L 32𝑘(𝑘−4) ≪ 𝑦
32
L 32𝐴
.
Из этой оценки и из (24) следует утверждение леммы.
5. Короткая кубическая тригонометрическая сумма с функцией
Мёбиуса
Теорема 1. Пусть 𝐵 > 11 — абсолютная постоянная 𝑥 > 𝑥0 > 0 и
𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑥−𝑦<𝑛6𝑥
𝜇(𝑛)𝑒(𝛼𝑛3), 𝛼 =
𝑎
𝑞
+
𝜃
𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1.
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Тогда при 𝑦 > 𝑥 45L 8𝐵+944 и L 32(𝐵+18) 6 𝑞 6 𝑦5𝑥−2L −32(𝐵+18) справедлива оценка
𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦)≪ 𝑦
L 𝐵
.
Доказательство теоремы. Для простоты сумму 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) обозначим через S. Имеем
S =
∑︁
𝑥−𝑦<𝑛6𝑥
𝜇(𝑛)𝑒(𝛼𝑛3), 𝛼 =
𝑎
𝑞
+
𝜃
𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜃| 6 1.
В лемме 4 возьмём 𝑟 = 3, 𝑢1 = 𝑥
1
3 и 𝑓(𝑛) = 𝑒(𝛼𝑛3). Имеем
S = 3S1 − 3S2 + S3, S1 =
∑︁
𝑚16𝑢1
𝑥−𝑦<𝑚16𝑥
𝜇(𝑚1)𝑒(𝛼𝑚
3
1) = 0,
S2 =
∑︁
𝑚16𝑢
𝜇(𝑚1)
∑︁
𝑚26𝑢
𝜇(𝑚2)
∑︁
𝑥−𝑦<𝑚1𝑚2𝑛16𝑥
𝑒(𝛼(𝑚1𝑚2𝑛1)
3),
S3 =
∑︁
𝑚16𝑢
𝜇(𝑚1)
∑︁
𝑚26𝑢
𝜇(𝑚2)
∑︁
𝑚36𝑢
𝜇(𝑚3)
∑︁
𝑛1
∑︁
𝑥−𝑦<𝑚1𝑚2𝑚3𝑛1𝑛26𝑥
𝑒(𝛼(𝑚1𝑚2𝑚3𝑛1𝑛2)
3).
Разобьём в S𝑘, 𝑘 = 2, 3 области изменения каждого 𝑚1, · · · ,𝑚𝑘, 𝑛1, · · · , 𝑛𝑘−1 на не более L
интервалов вида 𝑀𝑗 < 𝑚𝑗 6 2𝑀𝑗 , 𝑁𝑗 < 𝑛𝑗 6 2𝑁𝑗 . Получим не более ≪ L 2𝑘−1 сумм вида
S𝑘(M,N) =
∑︁
𝑀1<𝑚162𝑀1
𝜇(𝑚1) . . .
∑︁
𝑀𝑘<𝑚𝑘62𝑀𝑘
𝜇(𝑚𝑘)
∑︁
𝑁1<𝑛162𝑁1
. . .
∑︁
𝑁𝑘−1<𝑛𝑘−16𝑁𝑘−1
𝑥−𝑦<𝑚1...𝑚𝑘𝑛1...𝑛𝑘−16𝑥
𝑒(𝛼(𝑚1 . . .𝑚𝑘𝑛1 . . . 𝑛𝑘−1)3).
Переходя к оценкам, имеем
S≪ L 3max |S2(M,N)|+L 5max |S3(M,N)|, (25)
Суммы S𝑘(M,N), 𝑘 = 2, 3 оцениваются почти одинаково. Остановимся на оценке суммы
S3(M,N) и, не ограничивая общности, будем считать, что выполняются условия
𝑦 = 𝑥
4
5L 8𝐵+944, 𝑥
1
3 > 𝑀1 >𝑀2 >𝑀3, 𝑁1 > 𝑁2, 2−5𝑥 6𝑀1𝑀2𝑀3𝑁1𝑁2 < 𝑥. (26)
Рассмотрим следующие возможные случаи значений параметра 𝑁1:
1. 𝑁1 > 𝑥L −2𝐵−18;
2. 𝑥𝑦−
1
4L 2𝐵+1036 < 𝑁1 6 𝑥L −2𝐵−18;
3. 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18) < 𝑁1 6 𝑥𝑦−
1
4L 2𝐵+1036;
4. 𝑁1 6 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18), 𝑁1𝑁2 > 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18);
5. 𝑁1𝑁2 6 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18).
Для рассмотрения случаев 1, 2 и 3 сумму S3(M,N) несколько преобразуем. Для этого,
вводя обозначение
𝑎𝑚 =
∑︁
𝑀1<𝑚162𝑀1
𝜇(𝑚1)
∑︁
𝑀2<𝑚262𝑀2
𝜇(𝑚2)
∑︁
𝑀3<𝑚362𝑀3
𝜇(𝑚3)
∑︁
𝑁2<𝑛262𝑁2
𝑚1𝑚2𝑚3𝑛2=𝑚
1, |𝑎𝑚| 6 𝜏4(𝑚),
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разбивая интервал суммирования 𝑀1𝑀2𝑀3𝑁2 < 𝑚 6 24𝑀1𝑀2𝑀3𝑁2 на интервалы вида
𝑀 < 𝑚 6 2𝑀 , получим не более четырёх сумм вида
𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1) =
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀
𝑎𝑚
∑︁
𝑁1<𝑛62𝑁1
𝑥−𝑦<𝑚𝑛6𝑥
𝑒(𝛼(𝑚𝑛)3).
Случай 1. 𝑁1 > 𝑥L −2𝐵−18. В этом случае сумма по 𝑛1 очень длинная, и мы её оценим
как короткую кубическую сумму Г. Вейля, представляя в виде
𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1) =
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀
𝑎𝑚
∑︁
𝑥1−𝑦1<𝑛6𝑥1
𝑒(𝛼(𝑚𝑛)3),
𝑥1 = min
(︁ 𝑥
𝑚
, 2𝑁1
)︁
, 𝑦1 = min
(︁ 𝑥
𝑚
, 2𝑁1
)︁
−max
(︁ 𝑥
𝑚
− 𝑦
𝑚
,𝑁1
)︁
6 𝑦
𝑚
,
𝑀 < 𝑚 6 min
(︁
2𝑀,
𝑥
𝑛
)︁
6 𝑥
𝑁1
6 L 2𝐵+18. (27)
Дважды применяя неравенство Коши и лемму 3, воспользовавшись методом Г.Вейля, затем
суммируя по ℎ, последовательно получим
|𝐽3(𝛼;𝑥,𝑦,𝑀,𝑁1)|4 ≪𝑀3(ln𝑀)30
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑥1−𝑦1<𝑛6𝑥1
𝑒(𝛼(𝑚𝑛)3)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
4
6
. 6𝑀3(ln𝑀)30
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀
⎛⎝16𝑦1 ∑︁
0<𝑘6𝑦1
∑︁
0<𝑙≤𝑦1−𝑘
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
0<ℎ6𝑦1−𝑘−𝑙
𝑒(6𝛼𝑚𝑘𝑙ℎ)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ 24𝑦31 + 2(𝑦1 + 1)2
⎞⎠≪
6𝑀3(ln𝑀)30
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀
⎛⎝ 𝑦
𝑀
∑︁
0<𝑘6 𝑦
𝑀
∑︁
0<𝑙≤ 𝑦
𝑀
min
(︂
𝑦
𝑀
,
1
‖6𝛼𝑚𝑘𝑙‖
)︂
+
𝑦3
𝑀3
⎞⎠ 6
6
⎛⎝𝑦𝑀2 ∑︁
𝑀<𝑛612𝑦2𝑀−1
𝜏3(𝑛)min
(︂
𝑦
𝑀
,
1
‖𝛼𝑛‖
)︂
+ 𝑦3𝑀
⎞⎠ (ln𝑀)30.
Применяя неравенство Коши, затем лемму 3 и имея в виду, что (ln𝑀)60 ≪ L , найдём
|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁)|8 ≪
⎛⎝𝑦2𝑀4 ∑︁
𝑛6𝑦2𝑀−1
𝜏23 (𝑛)
∑︁
𝑛6𝑦2𝑀−1
min
(︂
𝑦
𝑀
,
1
‖𝛼𝑛‖
)︂2
+ 𝑦6𝑀2
⎞⎠ (ln𝑀)60 ≪
≪ 𝑦5𝑀2L 9
∑︁
𝑛6𝑦2𝑀−1
min
(︂
𝑦
𝑀
,
1
‖𝛼𝑛‖
)︂
+ 𝑦6𝑀2L .
Для оценки последней суммы по 𝑛, рассмотрим отдельно случаи:
i. L 32(𝐵+18) < 0.5𝑞 6 𝑦2𝑀−1;
ii. 𝑦2𝑀−1 < 0.5𝑞 6 𝑦5𝑥−2L −32(𝐵+18).
i. Разбивая интервал изменения 𝑛 на ≪ 𝑦2(𝑀𝑞)−1 интервалов вида 𝑔 6 ℎ 6 𝑔 + 𝑞′, 𝑞′ < 𝑞,
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применяя утверждение а) леммы 2, затем воспользовавшись условием 𝑀 6 L 2𝐵+18, найдём
|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1)|8 ≪ 𝑦5𝑀2L 9 · 𝑦
2
𝑞𝑀
𝑔+𝑞′∑︁
𝑡=𝑔
min
(︂
𝑦
𝑀
,
1
‖𝛼𝑛‖
)︂
+ 𝑦6𝑀2L ≪
≪ 𝑦
7𝑀L 9
𝑞
(︁ 𝑦
𝑀
+ 𝑞 ln 𝑞
)︁
+ 𝑦6𝑀2L ≪ 𝑦
8L 9
𝑞
+ 𝑦7L 2𝐵+28 + 𝑦6L 4𝐵+37 =
=
𝑦8
L 8𝐵+41
(︂
L 8𝐵+50
𝑞
+
L 10𝐵+69
𝑦
+
L 12𝐵+78
𝑦2
)︂
≪ 𝑦
8
L 8𝐵+41
.
ii. Применяя утверждение б) леммы 2, затем воспользовавшись условием 𝑀 6 L 2𝐵+18,
найдём
|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1)|8 ≪ 𝑦5𝑀2L 9
∑︁
𝑛60,5𝑞
1
‖𝛼𝑛‖ + 𝑦
6𝑀2L ≪ 𝑦5𝑞𝑀2L 10 + 𝑦6𝑀2L ≪
≪ 𝑦
10
𝑥2L 20𝐵+530
+ 𝑦6L 4𝐵+37 =
𝑦8
L 8𝐵+41
(︂
𝑦2
𝑥2L 12𝐵+489
+
L 12𝐵+78
𝑦2
)︂
≪ 𝑦
8
L 8𝐵+41
.
Случай 2. 𝑥𝑦−
1
4L 2𝐵+1036 < 𝑁1 6 𝑥L −2𝐵−18. В этом случае 𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) являет-
ся короткой двойной кубической тригонометрической суммой c ”длинной” сплошной суммой.
Поэтому применяем лемму 5 для оценки 𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁), полагая 𝐴 = 𝐵 + 5, и при 𝐵 > 149
из выполнения условия этой леммы
L 8𝐵+4142 < 𝑞 < 𝑦3L −8𝐵−4144
следует условия доказываемой теоремы, то есть неравенство
L 32(𝐵+18) 6 𝑞 6 𝑦5𝑥−2L −32(𝐵+18).
Таким образом, все условия леммы 5 выполняются, поэтому
|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1)| ≪ 𝑦
L 𝐵+5
.
Случай 3. 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18) < 𝑁1 6 𝑥𝑦−
1
4L 2𝐵+1036. Применяя для оценки суммы
|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1) лемму 6, полагая 𝐴 = 𝐵 + 5, также воспользовавшись эквивалентностью
следующих двух неравенств
𝑦 > 𝑥 45L 8𝐵+944, 𝑥𝑦− 14L 2𝐵+1036 6 𝑦L −8(𝐵+18),
имеем
|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1)| ≪ 𝑦
L 𝐵+5
.
Случай 4. 𝑁1 6 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18), 𝑁1𝑁2 > 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18). Сумму S3(M,N) преобразуем,
вводя обозначения
𝑎𝑚 =
∑︁
𝑀1<𝑚162𝑀1
𝜇(𝑚1)
∑︁
𝑀2<𝑚262𝑀2
𝜇(𝑚2)
∑︁
𝑀3<𝑚362𝑀3
𝑚1𝑚2𝑚3=𝑚
𝜇(𝑚3), |𝑎𝑚| 6 𝜏3(ℎ),
𝑏𝑛 =
∑︁
𝑁1<𝑛162𝑁1
∑︁
𝑁2<𝑛262𝑁2
𝑛1𝑛2=𝑛
1, |𝑏𝑛| 6 𝜏(𝑛);
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разбивая интервалы суммирования 𝑀1𝑀2𝑀3 < 𝑚 6 8𝑀1𝑀2𝑀3 и 𝑁1𝑁2 < 𝑛 6 4𝑁1𝑁2 соот-
ветственно на интервалы вида 𝑀 < 𝑚 6 2𝑀 и 𝑁 < 𝑛 6 2𝑁 , получим не более шести сумм
вида
𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) =
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀
𝑎𝑚
∑︁
𝑁<𝑛62𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛6𝑥
𝑏𝑛𝑒(𝛼(𝑚𝑛)
3).
Из соотношения (26) и условия рассматриваемого случая найдём
𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18) < 𝑁1𝑁2 6 𝑁,
𝑁 6 4𝑁1𝑁2 6 4𝑁21 64
(︁
𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18)
)︁2
= 𝑦L −8(𝐵+18) · 4𝑥
2
𝑦3
L 72(𝐵+18) 6 𝑦L −8(𝐵+18).
Отсюда и из условия рассматриваемого случая следует, что при 𝐴 = 𝐵+5 все условия леммы
6 выполняются. Поэтому, согласно утверждению этой леммы, имеем
|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁)| ≪ 𝑦L −𝐵−5.
Случай 5. 𝑁1𝑁2 6 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18). В сумме S3(M,N), вводя обозначение
𝑎𝑚 =
∑︁
𝑀2<𝑚262𝑀2
𝜇(𝑚2)
∑︁
𝑀3<𝑚362𝑀3
𝜇(𝑚3)
∑︁
𝑁1<𝑛162𝑁1
∑︁
𝑁2<𝑛262𝑁2
𝑚2𝑚3𝑛1𝑛2=𝑚
1, |𝑎𝑚| 6 𝜏4(𝑚),
разбивая интервал суммирования 𝑀2𝑀3𝑁1𝑁2 < 𝑚 6 16𝑀2𝑀3𝑁1𝑁2 на интервалы вида
𝑀 < 𝑚 6 2𝑀 , а также обозначая 𝑀1 через 𝑁 , получим на не более четырёх сумм вида
𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) =
∑︁
𝑀<𝑚62𝑀
𝑎𝑚
∑︁
𝑁<𝑛62𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛6𝑥
𝜇(𝑛)𝑒(𝛼(𝑚𝑛)3).
Из соотношения (26) и условия рассматриваемого случая найдём
𝑁 =𝑀1 > (𝑀1𝑀2𝑀3)
1
3 =
(︂
𝑀1𝑀2𝑀3𝑁1𝑁2
𝑁1𝑁2
)︂ 1
3
>
(︂
2−5𝑥
𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18)
)︂ 1
3
=
= 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18)
(︃
2−
5
4 𝑦
𝑥
3
4L 32(𝐵+18)
)︃ 4
3
> 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18).
Отсюда с учётом соотношения 𝑁 = 𝑀1 < 𝑥
1
3 6 𝑦L −8(𝐵+18) и из условия рассматриваемого
случая следует, что при 𝐴 = 𝐵 + 5 все условия леммы 6 выполняются, поэтому согласно
утверждению этой леммы, имеем
|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁)| ≪ 𝑦L −𝐵−5.
Тогда из всех оценок, полученных в предыдущих случаях, и неравенства (25) найдём
|S3(M,N)| ≪ 𝑦L −𝐵−5, |S| = |𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L −𝐵.
6. Заключение
Работа посвящена оценке коротких кубических двойных тригонометрических сумм и их
приложению к нахождению нетривиальной оценки коротких кубических тригонометрических
сумм с функцией Мёбиуса.
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